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Akusti£ne metateko£ine s splo²nimi makromolekulskimi oscilatorji
Izvle£ek
Predstavljena je osnovna kontinuumska fizika delovanja akusti£ne metateko£ine. Re-
²en je problem lastnih nihanj prostega diskretnega mikrooscilatorja, ki sluºi kot
model osnovnega gradnika metateko£ine. Oscilacije so nato sklopljene s splo²no re-
²itvijo potencialnega toka v okoli²nji teko£ini. Predstavljena je frekven£na odvisnost
efektivne stisljivosti.
Klju£ne besede: akustika, metamaterial, metateko£ina, polimer, makro-
molekula.

Acoustic metafluids with general macromolecular oscillators
Abstract
The fundamental physics of an acoustic metafluid in the continuum limit is pre-
sented. The eigenvalue problem of a discrete microoscillator that serves as an ele-
mentary building block of the metafluid is solved. Oscillations are then coupled with
the general solution of the potential flow in the sorrounding liquid. The frequency
dependence of the effective compressibility is presented.
Keywords: acoustics, metamaterial, metafluid, polymer, macromolecule.
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Metamateriali so umetno narejene snovi, ki imajo ponavadi netrivialno mikroskop-
sko, dostikrat periodi£no strukturo, zaradi katere imajo nenavadne lastnosti za va-
lovanje, ki se ²iri po njih. Njihovi gradniki so veliko manj²i od valovne dolºine
valovanja in zato na veliki skali delujejo kot zvezen medij, ki pa ima zanimive efek-
tivne lastnosti.
Metamateriale so najprej razvili na podro£ju optike [1, 2], skoraj ²tirideset let po
njihovi teoreti£ni zasnovi leta 1968 [3]. Kmalu zatem so se raz²irili tudi na druga
podro£ja fizike, med katerimi je tudi akustika, ki prou£uje mehanska valovanja v pli-
nih, teko£inah in trdnih snoveh. Pri obravnavi akusti£nih metamaterialov se bomo
v nadaljevanju omejili samo na longitudinalna zvo£na valovanja.
Fizikalni koli£ini, ki definirata, kako se valovanje ²iri skozi snov, sta stisljivost χ in
gostota ρ, ki imata v navadnih snoveh pozitivno vrednost. Ko govorimo o metama-
terialih, pa je vsaj ena izmed obeh koli£in na nekem frekven£nem obmo£ju negativna
kot posledica resonan£nih efektov zaradi prej omenjenih gradnikov snovi [4]. e je
negativna samo stisljivost ali pa samo gostota, dobimo v snovi evanescentne valove,
katerih amplituda eksponentno pojema z razdaljo. V primeru, ko sta negativni obe
koli£ini, pa se po snovi ²iri valovanje z negativno fazno hitrostjo.
Cilj raziskav na tem podro£ju je torej osnovati resonan£ne strukture in jih vklju-
£iti v neko snov, tako da se ta skupek potem obna²a kot metamaterial. Primer
enodimenzionalnega dvojno negativnega akusti£nega metamateriala so predstavili v
[5]. Ta sestoji iz cevi, v kateri so periodi£no postavljene membrane £ez presek cevi
in luknje, s presekom manj²im od preseka cevi, postavljene pravokotno na os cevi.
Tako so zdruºili ideji, kako dose£i negativno stisljivost [6] in negativno gostoto [7]
za valovanje v eni smeri.
Druga£en princip so predstavili v [8], kjer so obravnavali kroglice iz mehke gume, raz-
tresene v vodi. Ugotovili so, da monopolne resonance povzro£ijo negativno efektivno
stisljivost, dipolne resonance pa privedejo do negativne efektivne gostote. Ideja se je
potem raz²irila na obravnavo zra£nih mehur£kov v vodi ali mehki trdnini kot meta-
materiala [9, 10, 11, 12, 13, 14]. Zaradi velike razlike med gostoto okolice in zraka v
mehur£ku so mehur£ki dobri sipalci zvoka. Pojav monopolnega resonan£nega odziva
mehur£kov, poimenovanega Minnaertova resonanca [15], je znan ºe skoraj sto let in
je osnovni princip, ki ga uporabljajo v vseh zgoraj na²tetih delih. S to resonanco
torej lahko pojasnimo negativno stisljivost medija, ki sestoji iz zra£nih mehur£kov,
ujetih v vodi ali mehki trdnini. Dipolno resonanco, ki je potrebna za negativno
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gostoto, pa se pojasnjuje z interakcijo parov mehur£kov [12, 13, 14].
V tem delu se ºelimo odmakniti od sferno simetri£nih resonatorjev in po ene reso-
nance za stisljivost in gostoto k splo²nje²im, manj pravilnim sistemom, v katerih je
lahko relevantnih tudi ve£ lastnih nihajnih na£inov. Namen je preveriti, ali se da
dvojno negativnost dose£i tudi z manj umetnimi, morda celo biolo²kimi materiali,
kot so npr. makromolekule in proteinski vesikli. To je pilotska ²tudija, izsledki katere
bodo kasneje koristni pri na£rtovanju specifi£nih molekularnih simulacij za obliko-
vanje tak²nih materialov. Med njimi so zanimivi tudi enojno negativni, saj se lahko
uporabljajo kot kontrastna sredstva pri medicinskih ultrazvo£nih preiskavah, kar je




Valovanje v snovi opi²emo z valovno ena£bo, ki jo ºelimo izpeljati tako, da bo vse-
bovala tudi prispevek efektivne stisljivosti in gostote, ki sta posledica resonan£nega
odziva gradnikov, t.j. mikrostruktur, vsebovanih v mediju, po katerem se ²iri valo-
vanje.
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2.1 Valovna ena£ba metamateriala




= −∇p+ f ′, (2.1)
kjer v ozna£uje lokalno hitrost dela teko£ine, p tlak ter f ′ gostoto dodatne, skrite
sile, ki izvira iz dinamike mikrostrukture. K temu dodamo kontinuitetno ena£bo za
maso, ki je ºe linearizirana v smislu ∇ · (ρv) ≈ ρ∇ · v:
ρ∇ · v = −∂ρ
∂t
+ ρq′V , (2.2)
kjer je q′V dodatni, skriti volumski izvir (gostota volumskega pretoka). Leva stran
torej predstavlja tok, ki je zapustil del prostora, desna pa ustrezajo£o spremembo v




s katero v (2.2) zamenjamo gostoto s tlakom in dobimo
∇ · v = −χ∂p
∂t
+ q′V . (2.4)
V nadaljevanju bomo privzeli £asovno odvisnost e−iωt.
Pri skriti sili v (2.1) imamo v mislih mikrostrukturo, ki je po obliki kapsula z nihajo£o
(oscilirajo£o) maso v notranjosti, prikazana na sliki 2.1. Zaenkrat predpostavimo,
Slika 2.1: Raztegljiva kapsula z nihajo£o maso: model resonan£nega gradnika me-
tamateriala.
da je viskozna relaksacija hitra v primerjavi s £asovno periodo tla£nega valovanja.
Kapsula se bo v tem reºimu gibala skupaj z okoli²njo teko£ino, ki ima oscilatorno
longitudinalno hitrost valovanja. e se preselimo v sistem kapsule, v njem deluje
oscilatorna sistemska sila, ki vzbuja notranji mikrooscilator. Vzbujevalna sila je
torej sorazmerna s kompleksno longitudinalno hitrostjo. Enako velja za amplitudo
mikrooscilatorja in kon£no za njegovo silo na kapsulo, ki predstavlja dodatno, skrito
silo na teko£ino. Zato lahko ena£bo (2.1) zapi²emo kot
− iω [ρ+ ρ′(ω)]v = −∇p, (2.5)
kjer smo zapisali skrito silo v obliki
f ′ ≡ iωρ′(ω)v. (2.6)
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Skriti volumski izvir v ena£bi (2.4) pride od raztezanja kapsul. Ta je spet sorazmeren
z akusti£nim tlakom, zato lahko (2.4) zapi²emo kot
∇ · v = iω [χ+ χ′(ω)] p, (2.7)
kjer je
q′V ≡ iωχ′(ω)p. (2.8)
Iz (2.5) in (2.7) sledi stacionarna valovna (amplitudna) ena£ba
∇2p+ ω2 [χ+ χ′(ω)] [ρ+ ρ′(ω)] p = 0, (2.9)
kjer produkt




dolo£a fazno hitrost, ki ima lahko zanimivo frekven£no odvisnost.
2.2 Impedanca mikrooscilatorja in kapsule
V tem razdelku bomo izrazili dodatek ρ′ k efektivni gostoti z impedanco mikroosci-
latorja, dodatek χ′ k efektivni stisljivosti pa z akusti£no impedanco kapsule. Obe
impedanci sta mikroskopska vhodna parametra, pri £emer se zavedamo, da lahko
vsebujeta tudi du²enje (realni del).
Najprej izrazimo f ′,
f ′ = ρNF1, (2.11)
kjer je ρN ²tevil£na volumska gostota mikrooscilatorjev, F1 (indeks "1"odslej ozna-
£uje sistem delca) pa sila na enega izmed njih. Zdaj pa poglejmo, kako notranja
masa kapsule deluje na ohi²je








Silo F1 smo torej izrazili kot produkt koeficienta vzmeti mikrooscilatorja k in odmika
notranje mase v sistemu kapsule x1. Ker smo privzeli £asovno odvisnost e−iωt, lahko





da smo povezali hitrost s sistemsko silo Fs1, ki vzbuja nihanje mase. Pri tem smo
upo²tevali, da sistemska sila kaºe v nasprotni smeri kot pospe²ek teko£ine (in s
tem tudi kapsule) v zunanjem sistemu, kar pomeni da kaºe v isti smeri kot hitrost
teko£ine (kapsule):
Fs1 = −m1v˙ = im1ωv, (2.14)
kjer jem1 notranja masa, maso ohi²ja pa ²tejemo h gostoti teko£ine. Vstavimo (2.14)
v (2.12), pri £emer definiramo ²e volumsko gostoto notranje mase kot ρ1 = ρNm1,
in dobimo kon£ni izraz za gostoto skrite sile
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Izpeljimo ²e dodatek k efektivni stisljivosti χ′. Gostota volumskega izvira zaradi
raztezanja kapsul je

















Kot re£eno v uvodu, je cilj narediti model, ki ne bo opisoval samo sferno simetri£-
nih, ampak v splo²nem neko poljubno asimetri£no strukturo. Primera dveh tak²nih
struktur sta prikazana na sliki 3.1.
V tem delu bomo obravnavali tip strukture, prikazan na sliki 3.2, ki sestoji iz ene
centralne mase in N mas, razporejenih po povr²ini krogle z radijem r0. Na sferi£no
ravnovesno geometrijo se omejimo zaradi preglednej²e obravnave sklopitve s teko-
£ino, ºeljeno asimetri£nost pa bomo zagotovili z asimetri£nostjo nihajnih na£inov.
Razporeditev mas po krogli je lahko enakomerna, kar pomeni, da je razdalja med
vsemi masami na povr²ini krogle (pribliºno) enaka, lahko pa je poljubno neenako-
merna, zaradi £esar dobimo asimetri£en objekt ºe v nevzbujenem stanju. V splo²nem
so vse mase povezane s kvadrati£nimi potenciali, pri £emer za vsak par lahko nasta-
vimo poljubno jakost potenciala, kar nam omogo£a dodatno nastavljanje asimetri£-
nosti nihajnih na£inov. Tretji na£in nastavitve asimetrije je spreminjanje velikosti
mas.
Slika 3.1: Kristalna struktura inzulina [16] [LEVO] in kemijska struktura poli-
peptidne makromolekule [17] [DESNO].
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Slika 3.2: Nekaj primerov modelov resonan£ne strukture z razli£nim ²tevilom to£k in
tipom delitve mas po povr²ini krogle. Zaradi bolj²e prostorske predstave so narisane
samo povezave mas na povr²ini s centralno maso, v splo²nem pa so med seboj
povezane vse mase.
3.1 Lastni nihajni na£ini
Poiskati ºelimo lastne nihajne na£ine in lastne frekvence prej opisane strukture. Pri
tem bomo sledili Lagrangeovemu formalizmu.
3.1.1 Problem lastnih vrednosti
Ozna£imo ravnovesno lego i-te mase z R0i = {X0i , Y 0i , Z0i }, pri £emer naj se indeks
i = 0 vedno nana²a na maso v sredi²£u krogle. Odmik od ravnovesne lege ozna£imo
z ri = {xi, yi, zi}. Lego i-te mase v koordinatnem sistemu potem lahko opi²emo z
Ri = R
0
i + ri. (3.1)
Skupno imamo v sistemu N + 1 to£k, kar pomeni 3N + 3 prostostnih stopenj. Uve-
dimo nove koordinate qi, q0i in ηi tako, da velja
Ri ={q3i, q3i+1, q3i+2}
R0i ={q03i, q03i+1, q03i+2} = {X0i , Y 0i , Z0i }
ri ={η3i, η3i+1, η3i+2} = {xi, yi, zi},
(3.2)
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kjer indeks i te£e od 0 do N . Z novimi koordinatami zapi²imo razvoj potencialne
energije V okrog ravnovesnih leg do drugega reda [18]
V (q0, . . . , q3N+2) = V (q
0

















kjer upo²tevamo konvencijo, da se²tevamo po ponovljenih indeksih, pri £emer inde-
ksa k in l te£eta od 0 do 3N + 2. Ker razvijamo okrog ravnovesne lege, so £leni,
linearni v ηk po definiciji enaki 0, konstantni £len pa v nadaljevanju izpustimo, saj
lahko ni£lo potenciala nastavimo tako, da sovpada z ravnovesno vrednostjo. Pi²imo
²e ∂qk = ∂ηk ter isto za indeks l in sledi kon£ni izraz za potencialno energijo
























(mklη˙kη˙l − Vklηkηl) (3.6)









= mklη¨k + Vklηl = 0. (3.7)
Tako kot v poglavju 2 spet privzamemo £asovno odvisnost e−iωt in zapi²emo
ηk = Cake
−iωt, (3.8)
kjer ak predstavlja normiran odmik nihanja za vsako koordinato ηk, C pa njegovo




V primeru, ko je mkl diagonalen, to imenujemo problem lastnih vrednosti, sicer pa
posplo²eni problem lastnih vrednosti.
V nadaljevanju bomo ta problem re²evali numeri£no, s funkcijo scipy.linalg.eigh iz
knjiºnice SciPy, napisane za uporabo v programskem jeziku Python. Funkcija vrne
nenormirane lastne vektorje a, ki jih nato ²e normiramo.
3.1.2 Matriki mkl in Vkl
Matrika mkl je diagonalna z elementi mkk = mi za indekse k = 3i, k = 3i + 1 in
k = 3i+ 2, kjer je mi i-ta masa.
Nekoliko ve£ dela je z matriko Vij. Kvadrati£ni potencial med masama v to£kah
1V tem primeru je mkl seveda diagonalen, kasneje v poglavju 4 pa bo v resnici splo²en.
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R0i = {X0i , Y 0i , Z0i } in R0j = {X0j , Y 0j , Z0j }, ki se med nihanjem odmakneta za ri =
{xi, yi, zi} in rj = {xj, yj, zj}, zapi²emo kot
Uij = kij(dij − d0ij)2 = (dij)2 − 2dijd0ij + (d0ij)2, (3.10)
kjer je d0ij =
√
(R0i −R0j)2, dij =
√
(R0i −R0j + ri − rj)2 in kij konstanta vzmeti,
ki povezuje i-to in j-to maso. K majhnim nihanjem prispevajo samo £leni, ki so





























kjer je B = 2(R0i −R0j) · (ri − rj) + (ri − rj)2. Ena£bo (3.11) vstavimo v (3.10) in






(xi − xj)2X2ij + (yi − yj)2Y 2ij + (zi − zj)2Z2ij+
+ 2XijYij (xiyi + xjyj − xiyj − xjyi) + 2XijZij (xizi + xjzj − xizj − xjzi)








) · (ri − rj) ]2,
(3.12)
kjer so Xij = X0i −X0j , Yij = Y 0i − Y 0j in Zij = Z0i − Z0j . Z upo²tevanjem definicije
ri, en. (3.2), lahko preberemo elemente Vkl.
3.1.3 Lastni na£ini
V tem razdelku si bomo pogledali nekaj zna£ilnosti lastnih na£inov. Za polmer krogle
si izberemo r0 = 10 nm. Ker je cilj, da bodo na koncu ti resonatorji v vodi, fiksiramo





kjer je µ skalirni faktor, s katerim lahko spreminjamo maso to£k glede na teko£ino.
Koeficient vzmeti zaenkrat nastavimo tako, da dobimo lastne frekvence v obmo£ju
MHz, npr. k = 5× 10−6Nm−1. Poleg tega izberemo, da je centralna to£ka povezana
z vsemi ostalimi, to£ke na povr²ini krogle pa so povezane samo z najbliºjimi sosedi.
Merilo, s katerim lahko razlikujemo med na£ini, ne da bi gledali vsakega posebej,
je, kolik²na je sprememba volumna krogle zaradi amplitud odmikov od ravnovesnih
leg. Lastni na£ini, ki spreminjajo volumen, so za nas pomembni, saj nas zanima
njihov vpliv na stisljivost sistema.
Lahko si predstavljamo, da je krogla zaprta, in vsaki to£ki pripi²emo del povr²ine
krogle (krogelno kapico), ki niha skupaj z njo. Pri izra£unu volumskega prispevka






R0i · ui; ui = {a3i, a3i+1, a3i+2} (3.14)
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kjer je C amplituda lastnega na£ina, en. (3.8).
O prostorskem kotu in pripadajo£em deleºu povr²ine










r20. Za poljubno porazdelitev pa lahko to povr²ino ocenimo kot vsoto plo²£in
sfernih trikotnikov, ki jih ta to£ka oklepa z najbliºjimi sosedi, deljeno s ²tevilom
najbliºjih sosedov in neobvezno dodatno pomnoºeno z nekim faktorjem. Npr. za
N = 6 enakomerno razporejenih to£k ta faktor zna²a 4
3





















sferni eksces [19]. (a, b, c) so stranice sfernega trikotnika  kroºni loki med po dvema
to£kama z normalama n1 in n2 z normirano dolºino d = arccosn1 · n2. s = 12(a+b+c)
pa imenujemo semiperimeter.
Simetri£ni resonator
Najprej si poglejmo zna£ilne primere nihajnih na£inov, ki jih dobimo, £e izberemo
enak koeficient kij = k za vse vzmeti, enakomerno razporeditev N = 6 to£k in
vrednosti µ = 70 ter C = 1
10
r0. Kot re²itev problema (3.9) dobimo ²est lastnih
na£inov s frekvenco 0, kar ustreza trem rotacijam in trem translacijam. En na£in 
monopol, ki spreminja volumen in ima tudi najvi²jo frekvenco. In nazadnje dobimo
²e 14 na£inov, ki ne spreminjajo volumna. Nekaj izmed lastnih na£inov je prikazanih
na sliki 3.3.
e nekoliko podremo simetrijo in izberemo koeficiente vzmeti za sredinsko to£ko
tako, da se razlikujejo od povr²inskih, dobimo podobne rezultate, z razliko, da v
primeru, ko so sredinske vzmeti zadosti mo£nej²e od povr²inskih (za na²o izbiro
parametrov je to za faktor 2), monopolni na£in nima ve£ najvi²je frekvence.
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Slika 3.3: Zna£ilni nihajni na£ini popolnoma simetri£nega resonatorja.
Asimetri£ni primeri resonatorja in sistem z velikim ²tevilom mas
Poglejmo si ²e dva primera, v katerih nastavimo asimetrijo s spreminjanjem kon-
stant vzmeti. Najprej spremenimo konstanto vsake od centralnih vzmeti in sicer po
principu, da prej²njo vrednost konstante vzmeti, ki povezuje centralno in i-to to£ko,
pomnoºimo s faktorjem iκ, kjer je κ ∈ {0.3, 0.5, 0.7, 1.5, 2, 3}. Dobimo rezultat,
prikazan na sliki 3.4. Za zgornji nabor κ torej dobimo ²est asimetri£nih resonator-
jev, vsakega z ve£jo elasti£nostjo, zaradi £esar tudi opazimo nara²£anje frekvence
lastnih na£inov. Poleg tega opazimo ²e, da k spremembi volumna ne prispeva ve£
samo en nihajni na£in. Za vrednosti κ, ki so ve£je od prikazanih, se oblika krivu-
lje za relativno spremembo prostornine ne spreminja ve£ bistveno, spreminjata se
le ²e najvi²ja frekvenca in frekven£na ²irina  oblika krivulje se raztegne £ez ²ir²i
pas frekvenc, kar pomeni, da vzmeti, ki povezujejo to£ke na povr²ini, nimajo ve£
bistvenega vpliva.
Slika 3.4: Relativna sprememba volumna pri asimetri£nih sredinskih vzmeteh
[LEVO] in radialne projekcije odmikov enega od nihajnih na£inov v tem primeru
[DESNO].
Podobno naredimo ²e za vzmeti, ki med sabo povezujejo to£ke na povr²ini kro-
gle. V tem primeru mnoºimo vrednost konstante vzmeti, ki povezuje j-ti par, s
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faktorjem jκ, za κ ∈ (0.001, 0.01, 0.05, 0.1, 0.2, 0.3).
Slika 3.5: Relativna sprememba volumna pri asimetri£nih povr²inskih vzmeteh
[LEVO] in radialne projekcije odmikov enega od nihajnih na£inov v tem primeru
[DESNO].
Rezultat je prikazan na sliki 3.5. V primeru Asim1, ko so zunanje vzmeti mnogo
²ibkej²e od centralnih, volumen preteºno spreminja samo en lastni na£in, ki pa nima
ve£ najvi²je frekvence. Za ve£je vrednosti κ pa k spremembi volumna spet za£enja
prispevati vse ve£ lastnih na£inov. Ko se oblika krivulje stabilizira  primer Asim
6 na sliki 3.5, pa postanejo nepomembne sredinske vzmeti.
Na sliki 3.6 levo je prikazana ²e odvisnosti relativne spremembe prostornine za po-
polnoma simetri£en resonator z N = 100 to£kami na povr²ini. Opazimo, da ima
krivulja vrh in dolo£eno ²irino pri frekvenci okoli 8MHz in da je ena to£ka pri fre-
kvenci, ki je mnogo ve£ja od vseh ostalih. V resnici se tukaj pojavijo tri to£ke 
trije lastni na£ini, katerih frekvenca je skoraj enaka. V tem primeru gre za na£in,
pri katerem se mo£no odmakne samo centralna to£ka, prikazan je na sliki 3.7. Kljub
temu, da je odmik centralne to£ke zelo velik napram ostalim, pa tak²en na£in ne
premika teºi²£a.
Slika 3.6: Odvisnost relativne spremembe prostornine od frekvence N = 100 to£k
[LEVO]. Porazdelitev prostorskega kota po to£kah [DESNO].
Potrebno je omeniti ²e, da porazdelitev to£k po povr²ini krogle ni £isto enako-
23
Poglavje 3. Modelski sistem
merna, kar tudi prikazuje desni graf na sliki 3.6. Lega teºi²£a v tem primeru je
rT = 6× 10−3 r0. To je eden od razlogov, da k volumnu prispeva ve£ kot samo en
nihajni na£in, saj smo ºe prej opazili, da £im ve£ja asimetri£nost pomeni tem ve£
tak²nih na£inov.
Slika 3.7: Lastni na£in z najve£jo frekvenco za simetri£no konfiguracijo z N = 100
to£kami na povr²ini.
Poglejmo ²e, kaj se zgodi, £e imamo ²ibke ali mo£ne centralne vzmeti. Na sliki
3.8 so prikazani prispevki k spremembi volumna za sistema, katerih centralne vzmeti
so pomnoºene s faktorjema κ = 0.1 in κ = 10. V primeru ²ibkih centralnih vzmeti
(κ = 0.1) izgine lastni na£in z visoko frekvenco, porazdelitev pa se nekoliko razleze.
Ko so centralne vzmeti mo£ne (κ = 10), pa se najvi²ja frekvenca mo£no pove£a, po-
razdelitev pa se hkrati mo£no zoºi, tako da dobimo relevantne prispevke k volumnu
pri prakti£no samo eni frekvenci. To ustreza nihanju mehur£ka, ki bo predstavljeno
v naslednjem poglavju.
Slika 3.8: Nihajni na£ini, ki najbolj prispevajo k spremembi prostornine, za N =
1000 to£k in razli£ne vrednosti κ.
Na sliki 3.9 so za sistem z N = 1000 to£kami na povr²ini prikazani lastni nihajni
na£ini, ki najbolj prispevajo k spremembi prostornine, pri £emer so konstante vseh
centralnih vzmeti pomnoºene s faktorjem κ ∈ (0.1, 1, 10). Prikazana je tudi poraz-
delitev prostorskega kota po to£kah. Vidimo lahko, da ta spet ni £isto enakomerna
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(dodatno: rT = 15× 10−3 r0). Re²itev, ki bi jo pri£akovali za κ = 1, je, da bi pu²£ice
kazale v radialni smeri in bile enakomerno razporejene po sferi, kot npr. na levem
primeru slike 3.3. Vendar predvidoma zaradi neenakomernosti razporeditve to£k
temu ni tako. Posledi£no pri prevladi sredinskih (κ = 10) ali povr²inskih (κ = 0.1)
vzmeti dobimo neko preferen£no os, v katero kaºejo odmiki od ravnovesne lege.
Slika 3.9: Nihajni na£ini, ki najbolj prispevajo k spremembi prostornine, za N =
1000 to£k in razli£ne vrednosti κ. Ne povsem enakomerna porazdelitev to£k po
sferi (desno spodaj) povzro£a nesimetri£nost na£inov, za katere sicer pri£akujemo
krogelno simetrijo.
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Poglavje 4
Sklopitev z okoli²njo teko£ino
V tem poglavju bomo pogledali, kak²no hitrostno polje v nestisljivi in neviskozni
teko£ini povzro£a resonator, predstavljen v prej²njem poglavju. Poleg tega bomo
videli tudi, kako glede na maso nihajo£ih to£k teko£ina vpliva na lastne nihajne
na£ine.
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4.1 Potencialni tok v teko£ini
Predpostavimo, da imamo potencialno hitrostno polje v =∇Φ v nestisljivi teko£ini
∇ · v = ∇2(Φ) = 0. Splo²no re²itev Laplaceove ena£be izrazimo s krogelnimi
funkcijami [20]















kjer so Ylm(ϑ, φ) krogelne funkcije, r0 pa naj spet ozna£uje polmer krogle. Ker
i²£emo re²itev na intervalu (r0,∞), so koeficienti alm = 0 in nova ena£ba je potem









Koeficiente blm dolo£imo iz danega nihanja. Hitrost i-te to£ke poveºemo z odmikom
kot vi = −iωui. Robni pogoji so torej hitrosti pri r = r0. Ker je hitrost enaka
gradientu potenciala, je treba izra£unati gradient ena£be (4.2). Dobimo komponente
v smereh er, eϑ in eφ, ampak s teko£ino je sklopljena samo komponenta vr v smeri
er, saj smo predpostavili, da je teko£ina neviskozna









(l + 1)blmYlm(ϑ, φ). (4.3)
Izvrednotimo to ena£bo pri r = r0. Iz pogoja ortogonalnosti krogelnih funkcij sledi

















Tukaj so v(i)r radialne komponente hitrosti v na²ih nihajo£ih to£kah, ki jim pripada
prostorski kot Ωi. Prehod iz integrala na vsoto je upravi£en, saj imamo diskretne
nihajo£e to£ke, ki jim pripi²emo prostorski kot Ωi.






[Ylm + (−1)mYl,−m] ;m > 0










ki jih uporabimo pri vseh izra£unih, ki vklju£ujejo £len Ylm.
4.2 Tlak na povr²ini krogle
Ker nas bo zanimalo, kako okoli²nja teko£ina vpliva na lastne nihajne na£ine, mo-
ramo izra£unati dodatno silo, ki jo £utijo nihajo£e to£ke preko tlaka, ki deluje na



















kar pomeni, da je £len v oklepaju konstanten in lahko zapi²emo
p(r =∞, ϑ, φ) + 1
2
ρv2(r =∞, ϑ, φ) + iωρΦ(r =∞, ϑ, φ) =
p(r = r0, ϑ, φ) +
1
2
ρv2(r = r0, ϑ, φ) + iωρΦ(r = r0, ϑ, φ).
(4.9)
Iz tega ºe sledi rezultat za tlak na povr²ini krogle
p(r0, ϑ, φ) = p(∞)− 1
2
ρv2(r = r0, ϑ, φ)− iωρΦ(r = r0, ϑ, φ). (4.10)




φ, posamezne komponente pa so dolo£ene
































−iφ√(l −m)(l +m+ 1)].
(4.11)
V nadaljevanju v izrazu za tlak (4.10) zanemarimo £len z v2, ki pride iz advekcijskega
odvoda hitrosti, in obdrºimo le £len, ki pride iz £asovnega odvoda
P (r0, ϑ, φ) ≡ p(r0, ϑ, φ)− p(∞) = −iωρΦ(r = r0, ϑ, φ). (4.12)
Ta rezultat lahko preverimo na primeru zra£nega mehur£ka v teko£ini, ki niha z
amplitudo x0. Izberemo l = m = 0, vse amplitude ozna£imo z x0 in iz ena£be (4.12)
sledi izraz
P (r0) = −iωb00Y00 = ω2ρr0x0. (4.13)





Ena£imo (4.13) z −∆p iz (4.14), ker delujeta na razli£nih straneh sfere, in sledi
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4.3 Sklopljen problem lastnih vrednosti
Poglejmo si, kako teko£ina vpliva na lastne nihajne na£ine. Uporabimo ena£bi (4.2)
in (4.4) in zapi²imo tlak v to£ki R0j


















Delo, ki ga ta sistem opravi proti tlaku, ki deluje na celotni sferi, lahko zapi²emo kot




Aj = −P (R0j)Sju(j)r = −P (R0j)Sj
1
r0
R0j · rj. (4.17)
Pri pozitivnem tlaku in pozitivnem odmiku sistem izgublja energijo, saj opravlja
delo na teko£ino, zato vzamemo delo z negativnim predznakom. Uporabimo ena£bo




























































e izraz (4.19) primerjamo z definicijo ri v (3.2), lahko razberemo, da je tako kot
potencial V v ena£bi (3.10) tudi delo sorazmerno z ηkηl in ga lahko vklju£imo v
Lagrangeovo funkcijo kot L = T − V − A. Tako moramo na desni strani ena£be
(3.9) pri²teti £len ρω2Aklal. Teko£ina torej predstavlja netrivialno dodatno maso, ki
jo podaja polni tenzor Akl.
4.3.1 Rezultati
Pri prou£evanju vpliva teko£ine na lastne nihajne na£ine torej v re²evanje problema
lastnih vrednosti vklju£imo delo zaradi tlaka (4.18). Pri tem lahko spreminjamo
faktor µ v ena£bi (3.13), da naredimo resonator teºji ali laºji glede na teko£ino,





kjer µ′ dolo£a jakost sklopitve  efektivno gostoto okoli²nje teko£ine. Ostali parame-
tri so enaki kot v poglavju 3, pri £emer so konstante centralnih vzmeti pomnoºene
1Tukaj u
(j)
r ozna£uje radialni odmik, ampak ne kot re²itev enega od nihajnih na£inov, temve£
kot spremenljivko, saj i²£emo nove nihajne na£ine.
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s faktorjem κ, ki je naveden za vsak primer posebej.
tevilo krogelnih funkcij lmax, ki ga vzamemo pri ra£unanju Akl (4.18), je odvisno
od ²tevila delcev na sferi in se skalira kot lmax =
√
N . To dobimo iz zahteve, da je
²tevilo vseh krogelnih koeficientov Nk = 1 + 3 + 5 + · · · + 2lmax + 1 = (lmax + 1)2
sorazmerno s ²tevilom to£k na sferi N . Zakaj torej ne smemo vzeti poljubno veli-
kega ²tevila krogelnih funkcij? Problema ne re²ujemo po celotni sferi, ampak samo
v nekaj to£kah, ki smo jim pripisali ustrezen del povr²ine, da smo re²itev nekako
razmazali po celotni sferi. e sedaj vzamemo preveliko vrednost lmax, dobimo re-
zultat, ki reproducira to£ke  re²itev ni ve£ razmazana. To lahko vidimo tudi na
sliki 4.1. Tukaj re²itev problema (4.20) izra£unamo z lmax =
√
N in µ′ = 5, nato
pa izra£unamo hitrostni potencial (4.2) za nihajni na£in z najve£jim prispevkom k
spremembi prostornine, pri £emer za izra£un uporabimo vse krogelne funkcije do
izbranega l, ozna£enega v legendi grafa. Potencial ra£unamo na povr²ini krogle
(r = r0), v ravnini xy (ϑ = π/2). V primeru N = 6 imamo v tej ravnini ²tiri to£ke
pri kotih φ ∈ {0, π/2, π, 3π/2}. Na levem grafu lahko jasno vidimo, da s pove£e-
vanjem ²tevila krogelnih funkcij dobivamo vse bolj ²pi£astno krivuljo, ki v limiti
velikih l postane δ-funkcija. Podobno opazimo pri N = 100, za katerega ravnina xy
sicer ne predstavlja nobene simetrije. Na dolo£enih mestih za£enjajo iz krivulje spet
vznikati vse bolj ²pi£asti vrhovi. Pri teh kotih se predvidoma nahaja nekaj to£k.
Slika 4.1: Vpliv ²tevila krogelnih funkcij na vrednost potenciala, izra£unanega za
nihajni na£in z najve£jim prispevkom k spremembi prostornine, za simetri£no kon-
figuracijo N = 6 in N = 100 to£k.
Poglejmo, kak²en vpliv ima teko£ina na lastne re²itve za sistem z enakomerno
razporeditvijo ²estih to£k po povr²ini. Na sliki 4.2 lahko vidimo, da se z ve£anjem
µ′ zmanj²uje frekvenca νVmax lastnega na£ina, ki najbolj spreminja prostornino, po-
ve£uje pa se najvi²ja lastna frekvenca νmax. Poleg tega je razlika med νVmax in νmax
ve£ja, £e so centralne vzmeti mo£nej²e od povr²inskih (κ > 1). Prav tako mo£nej²e
centralne vzmeti povzro£ijo, da νVmax postane manj²a od νmax pri manj²ih vrednostih
µ′.
Zmanj²evanje frekvence νVmax zaradi vse mo£nej²ega vpliva teko£ine za primer
κ = 1 lahko vidimo tudi na sliki 4.3. Amplituda tega na£ina se na grafu ne spremi-
nja, saj volumske prispevke, en. (3.16), ra£unamo z normiranimi lastnimi vektorji,
konstanta C pa ostaja ves £as enaka. V realnosti je C odvisna od efektivne dodatne
mase sklopljene teko£ine, vzbujevalne sile in vzbujevalne frekvence, kar bomo upo-
²tevali v poglavju 5, en. (5.7). Takrat je vzbujenih ve£ nihajnih na£inov, pri £emer
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vsi niso enako zastopani, Cj pa dolo£a amplitudo j-tega na£ina. V tem primeru bi
torej imeli vpogled tudi v vpliv mase teko£ine na amplitudo nihajnih na£inov.
Slika 4.2: Vpliv teko£ine na lastno frekvenco na£ina, ki najbolj spreminja volumen
(A), in na najvi²jo lastno frekvenco (B). Faktor κ ozna£uje, kolikokrat so sredinske
vzmeti mo£nej²e od povr²inskih.
Slika 4.3: Krivulje relativne spremembe prostornine za nekaj razli£nih vrednosti µ′
pri κ=1 in N = 6.
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Pomembna stvar, ki se zgodi pri sklopitvi sistema s teko£ino, je pojav lastnih
na£inov, ki premikajo teºi²£e, ker se pri njih v nasprotni smeri premika teºi²£e
teko£ine, tako da skupno teºi²£e sklopljenega sistema miruje. To pomeni, da so ti
na£ini vedno sklopljeni z dipolnim tokom v teko£ini, l = 1, ki edini premika teºi²£e
teko£ine. Na sliki 4.4 lahko vidimo, da je premik teºi²£a pri ve£ini na£inov, ki pred
sklopitvijo niso niti premikali teºi²£a, niti spreminjali volumna, zdaj neni£elen. Ti
na£ini so pomembni, saj prispevajo k efektivni gostoti ρ′(ω), en. (2.6). S primerjavo
frekvenc, ki prispevajo k spremembi volumna, sl. 4.3, in frekvenc, ki ne premikajo
teºi²£a, sl. 4.4, opazimo, da gre za iste nihajne na£ine. Tukaj torej lahko lo£imo
na£ine, ki prispevajo k efektivni gostoti ρ′, od na£inov, ki prispevajo k efektivni
stisljivosti χ′.
Slika 4.4: Premiki teºi²£ lastnih nihajnih na£inov za nekaj razli£nih vrednosti µ′ pri
κ=1 in N = 6. Na£ini s frekvenco 0 niso prikazani.
Tudi v primeru z N = 100 to£kami lahko na sliki 4.5 opazimo niºanje frekvence
na£ina, ki ima najve£ji prispevek k spremembi prostornine. Najvi²ja frekvenca se
v tem primeru ne spreminja bistveno, kar je razvidno na sliki 4.6  skrajna desna
to£ka se ne premika. Ta nihajni na£in po videzu ostaja enak na£inu, prikazanem na
sliki 3.7, ampak zdaj, ko imamo sklopitev s teko£ino, premika teºi²£e in ima tudi
neni£elen prispevek k spremembi prostornine  skrajna desna to£ka se rahlo dviga.
Hkrati lahko na sliki 4.6 opazimo, da se s pove£evanjem µ′ niºajo tudi amplitude,
kar pomeni, da se volumski prispevki razdelijo med ve£ na£inov. V primeru µ′ = 50
npr. ni ve£ na£ina, ki bi jasno izstopal. Zaradi tega tudi krivulje na sliki 4.5 niso ve£
gladke, ampak imajo skoke, saj se hitro zgodi, da se na£ini, ki najbolj prispevajo k
volumnu, zamenjajo.
Omenimo ²e, da se tudi v primeru z N = 100 to£kami pri sklopitvi s teko£ino
pojavijo nihajni na£ini, ki premikajo teºi²£e. Amplituda premikov (∆rT
r0
) se pove£uje
z µ′ (ravno obratno se amplituda ∆V
V
zmanj²uje), ni pa ve£ nobene povezave med
spreminjanjem volumna in premikanjem teºi²£a, kot smo jo videli v primeru N = 6
 na£in, ki premika teºi²£e, lahko spreminja volumen, lahko pa ga tudi ne.
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Slika 4.5: Vpliv teko£ine na lastno frekvenco na£ina, ki najbolj spreminja volumen
(A). Faktor κ ozna£uje, kolikokrat so sredinske vzmeti mo£nej²e od povr²inskih.
Krivulje imajo skoke, saj pri ve£jih vrednostih µ′ dobimo ve£ lastnih na£inov s
podobnim prispevkom k spremembi prostornine, zaradi £esar se hitro zgodi, da se
na£in z najve£jim prispevkom zamenja.
Slika 4.6: Krivulje relativne spremembe prostornine za nekaj razli£nih vrednosti µ′
pri κ=1 in N = 100.
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Poglavje 5
Vpliv mikrooscilatorjev na efektivno
stisljivost sistema
V tem poglavju si bomo pogledali, kako nihanje mikrooscilatorjev vpliva na efektivno
stisljivost sistema. S tem bomo povezali poglavji 1 in 4.
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5.1 Ekscitacija mikrooscilatorja




j = ω2Taj, (5.1)
kjer je T = m+ µ′ρA. Lahko zapi²emo tudi
T−1Vaj = ω2ja
j. (5.2)
Lastni na£ini tvorijo ortonormirano bazo. V na²em primeru sklopitve s teko£ino je
matrika T polna in predstavlja matriko efektivne mase.
Obravnavali bomo tla£no ekscitacijo. Na£ine vzbuja vpadajo£i val s frekvenco ω.
Ker je njegova valovna dolºina veliko ve£ja od velikosti oscilatorja, vzbuja na£ine kar
nihajo£i homogeni tlak. Dolo£iti ºelimo amplitudo vzbujanja posameznih na£inov.
Dinami£na ena£ba pri dani ω je
− ω2Ta = −Va+ F0(ω), (5.3)
kjer je F0 vektor tla£nih sil, ki jih dobimo z upo²tevanjem efektivne povr²ine delcev.





kjer je p0 amplituda tla£nega valovanja. Zapi²imo (5.3) v obliki (5.2)
− ω2a = −T−1Va+ T−1F0(ω), (5.5)
in projicirajmo na j-ti lastni na£in |aj⟩
ω2⟨aj|a⟩ = ω2j ⟨aj|a⟩ − ⟨aj|T−1F0⟩, (5.6)
odkoder z razvojem po polni bazi |a⟩ = Cj|aj⟩ in upo²tevanjem ortogonalnosti





Ta amplituda je bolj realisti£na, ko vklju£imo ²e du²enje, tako da postane ωj kom-
pleksna
ωj ≡ ωj(1 + iλ), (5.8)
kjer je λ parameter, ki dolo£a jakost du²enja. Ocenili bi ga lahko ocenili z viskozno
disipacijo, kar ostaja delo za prihodnost.
5.2 Efektivna stisljivost
Efektivno stisljivost (2.3) lahko izra£unamo, £e poznamo akusti£no impedanco (2.18)
mikrooscilatorja. Tla£no valovanje, ki vzbuja na² sistem, zapi²imo kot p = p0e−iωt,






















Tukaj smo za izra£un spremembe volumna uporabili ena£bo (3.16), pri £emer vsota
po i te£e po vseh povr²inskih to£kah, vsota po j pa po vseh (z izjemo prvih ²estih)
lastnih nihajnih na£inih. Cj ozna£uje amplitudo j-tega nihajnega na£ina, en. (5.7,
u
(r), j
i pa radialni odmik i-te to£ke (3.14) j-tega nihajnega na£ina. Poleg tega smo







i ≡ ∆Vj1 in upo²tevajmo ena£bo (5.7). Sledi kon£ni izraz
za volumski tok







kjer je F0 definirana z (5.4). Sedaj lahko zdruºimo (2.18) in (5.10) ter kon£no









kjer ρN ozna£uje volumsko ²tevilsko gostoto mikrooscilatorjev. Ker je lastna fre-
kvenca (5.8) kompleksna, ima tudi χ′ realni in imaginarni del. Na hitrost valovanja
(2.10) vpliva realni del, medtem ko je imaginarni del povezan z absorpcijo.
Poglejmo, kak²na je frekven£na odvisnost stisljivosti za strukturo, obravnavano v
poglavju 4. Izberimo ρN = 1× 1015m−3. To pomeni, da je deleº volumna, ki ga
zavzemajo resonatorji v 1m3 vode, enak η = 4.2× 10−9. Na sliki 5.1 so prikazani
rezultati za N = 6. S primerjavo grafa za stisljivost za N = 6 z grafom 4.3 vidimo,
da k efektivni stisljivosti res prispeva samo monopolni na£in. Poleg tega vidimo
tudi, da so vrhovi imaginarnih delov pri ni£lah realnih delov.
Slika 5.1: Frekven£na odvisnost stisljivosti za simetri£no konfiguracijo z N = 6
to£kami in parametrom du²enja λ.
Podobno situacijo imamo, £e primerjamo sliki 5.2 in 4.6. Vidimo, da so prispevki
1Spomnimo se, da je radialni odmik brez enot, zato ima tako definirana sprememba volumna
enoto m2.
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k efektivni stisljivosti skoncentrirani v frekven£nem obmo£ju, ki ustreza nihajnim
na£inom z najve£jim prispevkom k spremembi prostornine. Na sliki 5.3 je prikazana
²e stisljivost z desetkrat ve£jim parametrom du²enja. Krivulja se zgladi in obmo£je
negativnih vrednosti χ′ se raz²iri.
Slika 5.2: Frekven£na odvisnost stisljivosti za simetri£no konfiguracijo z N = 100
to£kami in parametrom du²enja λ = 0.005.
Slika 5.3: Frekven£na odvisnost stisljivosti za simetri£no konfiguracijo z N = 100
to£kami in parametrom du²enja λ = 0.05.
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5.2. Efektivna stisljivost
Poglejmo ²e, kak²na je frekven£na odvisnost stisljivosti v primeru asimetri£ne
strukture. Asimetrijo nastavimo s spreminjanjem konstant vzmeti. V primeru
"Asim 1", slika 5.4, pomnoºimo konstanto vzmeti, ki povezuje centralno to£ko z
i-to to£ko na povr²ini, s faktorjem 0.5i. V primeru "Asim 2", slika 5.5, pa s tem
faktorjem pomnoºimo konstanto vzmeti i-tega para na povr²ini. Vidimo, da se
frekven£no obmo£je raz²iri, amplitude pa zmanj²ajo, kar ni nepri£akovano, saj so
vzmeti v obeh primerih bolj toge kot v simetri£nih primerih. Poleg tega vidimo,
da v primeru, ko smo spremenili centralne vzmeti (5.4), krivulja pribliºno ohranja
obliko iz (5.2), ampak na ²ir²em frekven£nem obmo£ju. Spet lahko sklepamo, da so
za monopolne na£ine in s tem tudi negativno stisljivost pomembne centralne vzmeti.
Slika 5.4: Frekven£na odvisnost stisljivosti za asimetri£no konfiguracijo centralnih
vzmeti z N = 100 to£kami in parametrom du²enja λ = 0.03.
39
Poglavje 5. Vpliv mikrooscilatorjev na efektivno stisljivost sistema
Slika 5.5: Frekven£na odvisnost stisljivosti za asimetri£no konfiguracijo povr²inskih




V tem delu smo najprej predstavili fiziko splo²nega teko£ega akusti£nega metama-
teriala. Izvor negativne stisljivosti so skriti izviri volumna, izvor negativne gostote
pa so skrite sile. Z ºeljo po odmiku od simetri£nih struktur smo predstavili model
resonan£ne strukture, ki je v osnovi sicer simetri£na, vendar jo lahko pri obravnavi
oblikujemo poljubno asimetri£no. Najprej smo strukturo obravnavali kot samo-
stojno in poiskali njene lastne nihajne na£ine, nato smo jo sklopili z neviskozno
in nestisljivo teko£ino, pri £emer smo zapisali re²itev za potencialni tok v teko£ini
in pogledali, kako okoli²nja teko£ina vpliva na lastne nihajne na£ine glede na raz-
merje mase strukture in gostote teko£ine. Nazadnje smo predstavili ²e, kak²na je
frekven£na odvisnost efektivne stisljivosti sistema vode, ki bi vsebovala dolo£eno
koncentracijo tak²nih mikrooscilatorjev.
Delo se bo nadaljevalo z raziskavo na£inov za efektivno gostoto, podobno kot smo
jo naredili za efektivno stisljivost. Alternativno bomo formulirali re²itve v teko£ini
z Greenovo formulo, pri £emer so potrebni plo²£inski robni elementi. Ocenili bomo
tudi viskozno disipacijo obstoje£ega potencialnega toka, moºna pa je tudi posplo-
²itev potencialnega polja na sevalno polje. Nato sledi raziskava vplivov oblike in
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